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Blick Gber die Vorlesung heute

m Organisatorisches
— Ihre Erfahrungen mit dem U2 (Induktion + Laufzeit HeapSort)
— Punktevergabeschema / Qualitat Ihrer Programme

m O-Notation

— Motivation

— Klassische Definition mit C und n

— Einfachere Bestimmung uber den lim_,
— f = 0(g) heiBt nicht immer f ist besser

— Ubungsblatt 3: ein paar Beweise / Rechenaufgaben dazu
So was in der Art kommt meistens auch in der Klausur !



Erfahrungen mit dem U2 (Beweise, iiih)

m Zusammenfassung / Auszlige Stand 6. November 13:37

— Aufgaben 2 und 3 waren einfach / bekannt aus Mathe 1

— Aufgabe 4 war komisch / unklar was wie getan werden sollte
Das "im schlechtesten Fall" hatte einigen Probleme gemacht
Ich werde die Losung gleich mal skizzieren

— Einheitliches Checkstyle flir die ganze Fakultat
Sie sprechen mir aus der Seele ...

— Jetzt dann aber lieber wieder mehr Programmieren
Sorry, U3 nochmal theoretisch, aber ab U4 dann wieder ...

— Das Leben ist deterministisch und hat keinen hoheren Sinn
Sinn des Lebens: 404 file not found



Punktevergabe Schema

m Dazu gibt es jetzt einen Link auf dem Wiki
— ... das schauen wir uns jetzt mal an
— Wichtigster Punkt dabei:
Ihr Programm muss wenigstens kompilieren !

(mit ant compile bzw. make compile ... sonst braucht es
sich Ihr Tutor / Thre Tutorin nicht mal anzuschauen)

Und dann natudrlich lauffahig sein !

(und nicht mit segmentation fault o0.a. abstiirzen)



UZ, Aufgabe 4 (repair Kosten > C;- n - log, n)

m Hier die Grundidee eines moglichen Beweises R Lol

— Vorgehensweise: ein Beispiel konstruieren, fiir das ' 75 [« .

> C4- n - log; n Operationen gebraucht werden !
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— Idee: es reicht zu zeigen, dass die ersten n/2 oder so 200 Ellanwandha
repairs = C'- log, n Operationen brauchen :
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O-Notation — Motivation

m Primar interessiert uns oft
— das "Wachstum" einer Funktion, z.B. einer Laufzeit T(n)
— Die Werte der Konstanten (z.B. A") sind dabei oft sekundar
— Und auch, wenn die Schranken erst ab n > ... gelten
— Zum Beispiel war beim Sortieren interessant, dass
die Laufzeit von MinSort "wéchst wie" n?
aber die Laufzeit von HeapSort "wachst wie" n - log n

— Das wollen wir jetzt formaler machen, damit wir in Zukunft
etwas schreiben bzw. sagen kdnnen wie:

Die Laufzeit des Algorithmus ist O(n) "O von n"
Die Laufzeit des Algorithmus ist Q2(n) "Omega von n"
Die Laufzeit des Algorithmus ist ©(n) "Theta von n"



O-Notation — Definition 1/5

m Vorweg

— Wir betrachten Funktionen f: N — R
» N = die naturlichen Zahlen ... typisch: EingabegroBe
» R = die reellen Zahlen ... typisch: Laufzeit

— Zum Beispiel
o f(N) =3 +n
e f(N) =2-n-logn
o f(n) =n?/ 10
o f(N) =n?+3-n-logn-4-n



O-Notation — Definition 2/5

m GroB3-O, Definition HeShrng
: : . 273,
— Seien g und f zwei Funktionen N — R 2 m = Ol
— Intuitiv: Man sagt g ist Gro3-O von f ... Ao vk =

. e l?
ML = . = n A "r\dwua;&.vvl
» ... wenn g "hochstens so stark wachst wie" f S

o es zahlt die "Wachstumsrate", nicht die absoluten Werte!
— Informal: Man schreibt g = O(f) ... o} Aodeoham
» ... Wwenn ab irgendeinem Wert n, fur all n = n,
» g(n) < C - f(n) fur irgendeine Konstante C
— Formal: fir eine Funktionf : N = Rist ...
o O(f) ={g:N—=R|3ngeN3IC>0Vnzng g(n) <C-f(n) }

» dabei heiBt 3 = "es existiert ..." und V = "fur alle ..."



O-Notation — Definition 3/5

m GroB-0, Beispiel alm) = &)

—Seig(n)=5-n+7 und f(n) =n ;-:J;cg)

— Dann ist g = O(f) bzw. man schreibt 5-n + 7 = O(n)
— Intuitiv: 5 - n + 7 wachst hochstens "linear"

— Beweis unter Verwendung der Definition von O :
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O-Notation — Definition 4/5

m GroB-Omega, Definition + Beispiel
— Intuitiv: Man sagt g ist Gro3-Omega von f ...
... wenn g "mindestens so stark wachst wie" f
Also wie GroB-0O, nur mit "mindestens” statt "hochstens”
— Formal: Fir eine Funktion f : N — R ist X2l O
Q(f) ={g:N—-R|3ngeNIC>0 Vh=n, g(n) = C-f(n) }
— Zum Beispiel 5:-n+ 7 = Q(n) -
— Beweis unter Verwendung der Definition von € :
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O-Notation — Definition 5/5

m GroB-Theta, Definition + Beispiel SO A eIy~
L. . Ayl A
— Intuitiv: Man sagt g ist Th — PO

— Formal: Fur ei

— Zum Beispiel 5:-n+ 7 = 0(n)
— Beweis unter Verwendung der Definition von O :
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O-Notation — Grenzwerte 1/4

m In den bisherigen Beispielen ...

— ... haben wir die Zugehdrigkeit zu O(...) etc.
gewissermafBen "zu FuB" bewiesen, indem wir explizit das
N und das C bestimmt haben /‘

— Die Definitionen erinnern aber sehr an den }
Grenzwertbegriff aus der Analysis

- - = o=

|
— Definition: Eine unendliche Folge f;, f,, f3, ... hat einen

Grenzwert L, wenn fur alle € > 0 ein ny € N existiert so
dass fir alle n = nj gilt dass [f, - L| <€

— In Symbolen schreibt man dann lim_,, f, = L

— Eine Funktion f : N = R kann man genauso gut als Folge
f(1), f(2), f(3), ... auffassen und schreibt lim_,, f(n) =L

12



O-Notation — Grenzwerte 1/3

m Beispiel fir einen Beweis von einem Grenzwert
(sollten Sie eigentlich in Mathe 1 schon mal gesehen haben)
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O-Notation — Grenzwerte 2/3

m Satz

— Seien f, g : N = R und der Grenzwert lim_, o, f(n)/g(n)
existiert (evtl. ist er o)

— Dann gelten
(1) f=0(g) & lim,. f(n)/g(n) < o0
(2) f=Q(g) & lim,. f(n)/g(n) >0
(3) f=0(g) & lim,, f(n)/g(n) >0und < oo
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O-Notation — Grenzwerte 3/3

m Beweis von (1) ... die anderen Beweise gehen analog
(D) g=00a) & Rwe ) L
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._Q,o:)w'@ooée_
Rechnen mit Grenzwerten 1/2 ( Tienis St

" 5. Qrran T = ~2 =
m Variante 1: "zu FuB 0 e
J (&)
— Dafur hatten wir gerade das Beispiel Comm) =L &)
1 M[ = /I
.|Imn—>oo 1/n=0 N o Conm)' oo As
m Variante 2: Regel von L'Hopital o M e M
. L
— Seien f, g : N = R wie gehabt oo e H * L ——==0

— Es existieren die ersten Ableitungen f' und g', sowie der
Grenzwert lim,_, o, f'(n)/g'(n) ... dann gilt

Mp-eo f(N)/g(N) = limy_,q, F(n)/g'(N)
m Variante 3: gottliche Inspiration
— Erst mit Promotion erlaubt ...

“1 think vou should be more explicit Bore nosbes two.”

from #ri 5 e Mhoamy aboatt Screeee ™ by Sodner Hames (19TH



Rechnen mit Grenzwerten 2/2

m Was darf man ohne Beweis annehmen?
— Gute Frage!
— Da gibt es keine klare Regel
— Im Zweifelsfall immer mehr beweisen als weniger !
— Beispiel 1: lim,,, 1/n=0
Brauchen Sie nicht mehr weiter zu beweisen
— Beispiel 2: lim,_, 1/n? =0
Einfach auf sowas wie Beispiel 1 zurtickflihren
— Beispiel 3: lim,_. (logn)/n=0
Hier ist ein Argument angebracht, z.B. mit L'Hopital
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O-Notation — Diskussion 1/2

m Sprechweise

— Die O-Notation schaut sich das Verhalten der Funktionen
an, wenn n — oo geht (es interessieren nur die n = ng)

— Wenn man Laufzeiten, Kosten, etc. als O(...) oder €(...)
oder O(...) ausdrtckt, spricht man daher von

asymptotischer Analyse

m Vorsicht

— Asymptotische Analyse sagt nichts Uber das Laufzeit-
verhalten bei "kleinen" Eingabegrofen (n < np) aus

— Flr n < 2 oder n < 10 ist das egal, da wird schon nichts
Schlimmes passieren

— Aber das ng ist nicht immer so klein ... nachste Folie
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O-Notation — Diskussion 2/2

m Beispiel
— Algorithmus A hat Laufzeit f(n) = 80 - n
— Algorithmus B hat Laufzeit g(n) =2 -n-log, n
— Dannist f = O(g) aber nicht f = O(q)
— Das heiBt, A ist asymptotisch schneller als B
d.h. ab irgendeinem n, ist fir alle n = n, f(n) < g(n)

— 1)

— Allerdings: y ,
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Literatur / Links

m O-Notation / 2-Notation / ©-Notation
— In Mehlhorn/Sanders:
2.1 Asymptotic Notation
— In Cormen/Leiserson/Rivest
2.1 Asymptotic Notation
— In Wikipedia

http://en.wikipedia.org/wiki/Big O notation

http://de.wikipedia.org/wiki/Landau-Symbole
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